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I Soit X un espace analytique complexe compact et lisse. Nous demontrons que X est 

. algebrisable si et seulement si sa dg-categorie derivee coherente bornee est saturee. 
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1 Introduction 

Pour un schema X propre et lisse sur SpecC (et plus generalement pour un espace algebrique 
complexe propre et lisse X), la categorie triangulee Dparf{X) des complexes parfaits de Ox- 
modules possede de remarquables proprietes de finitudes. Dans |B-Vj il est demontre que 
Dparf{X) est sature, au sens ou ses Ext globaux sont de dimension finie et de plus tout foncteur 
cohomologique de type fini H : Dparf{X)°P — > Vect est represent able. De plus, Bondal et Van 
den Bergh demontrent aussi que si X est une surface complexe compacte qui ne possede pas 
des courbes compactes alors Dparf{X) n'est pas saturee. lis suggerent alors que toute variete 
complexe compacte X dont la categorie derivee parfaite est saturee est algebrisable (voir [B-Vl 
Rem . 5.6.2]). Le but de ce travail est de demontrer cette assertion lorsque I'on remplace la 
cadre etrique des categories triangulees par celui plus flexible des dg-categories. 

Pour X une variete complexe compacte, la categorie triangulee Dparf{X) est la categorie 
homotopique d'une dg-categorie naturelle Lparf{X) (voir |To-Va] et la definition 13. 7p . De plus, 
une notion de dg-categorie saturee est introduite dans |To-Vaj . qui est proche de celle de categorie 
triangulee saturee (voir I'appendice A pour une comparaison) . Le theoreme principal de ce travail 
est le suivant. 

Theoreme 1.1 Soit X un espace analytique compact et lisse (i.e. une variete complexe com- 
pacte et lisse). Alors X est algebrisable (par un espace algebrique) si et seulement si la dg- 
categorie Lparf{X) est saturee. 

La nessite de la condition est bien connue, nous rappellerons une esquisse de preuve dans 
I'appendice B. La partie difficile est la suffisance, dont la preuve est une application du resultat 
principal de [To-Va] qui affirme le caractere algebrique du champ des modules des objets dans une 
dg-categorie saturee. Plus precisement, nous commencerons par considerer I'espace algebrique 
M des objets simples dans la dg-categorie Lparf{X). L'existence de cet espace algebrique est as- 
suree par les resultats de |To-Vaj (voir le theoreme 14. Sh . Nous montrerons ensuite que I'analytifie 
M"" de cet espace algebrique est un espace de modules (au sens analytique) pour les complexes 
parfaits et simples sur X (voir Prop. 15. 4p . Nous considerons alors le morphisme j : X — > M"" 
qui a un poit x de X associe le faisceau gratte-ciel k{x), et nous montrons que j est une im- 
mersion ouverte (voir Prop. 15. 6p . Enfin, en retreignant les fonctions meromorphes de a X 
nous deduisons que X est un espace de Moishezon et done est un espace algebrique (voir Prop. 
[521). 

Ce travail est decoupe en quatres sections et trois appendices. Dans une premiere partie 
nous rappelons quelques faits sur les foncteurs de changement de sites pour les faisceaux. Nous 
introduirons aussi la notion de contextes geometriques et de faisceaux geometriques, qui nous 
permettront de construire le foncteur d'analytification. La section suivante rappelle quelques 
resultats de la theorie des categories derivees en geometrie analytique. Ces deux premieres 
sections consistent essentiellement en des rappels de resultats connus, et le lecteur pourra com- 
mencer sa lacture a la section §4 et consulter les sections §2,3 lorsque cela est necessaire. La 
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section §4 presente d'une part le resultat d'existence d'un espace algebrique de modules pour les 
dg-modules simples sur une dg-algebre propre et lisse, anisi qu'une description de I'analytifie de 
cet espace. Enfin, la section §5 presente la preuve du theoreme principal. 

Dans les appendices, le lecteur trouvera tout d'abord une comparaison entre les notions 
de categories triangulees saturees et de dg-categorie saturee, ce qui permet de remettre notre 
theoreme dans le cadre de [B-Vj . L'appendice B presente tres brievement une preuve de la 
necessite du theoreme ll.il qui est probablement un fait deja connu. Enfin, l'appendice C presente 
un formalisme qui permet de manipuler des categories derivees non bornees a I'aide de techniques 
de categories de modeles. L 'existence de cette structure de modeles sera utilisee tout au long de 
ce travail. 

2 Rappels sur le foncteur d'analytification 

Dans cette section nous rappellerons les constructions de foncteur de changements de sites 
pour les faisceaux. Nous introduirons aussi la notion de contextes geometriques et de faisceaux 
geometriques relatifs a ces contextes. Nous montrerons alors que sous certaines conditions les 
foncteurs de changement de sites preservent les objets geometriques. Nous appliquerons cela 
aux contextes algebrique et analytique, et nous obtiendrons ainsi un foncteur d'analytification 
des espaces algebriques vers les espaces analytiques. Mises a part les notions de contextes et de 
faisceaux geometriques les resultats de cette section sont bien connus. 

2.1 Changements de sites pour les faisceaux 

Soit C une categoric possedant des limites finies. Nous notons Pr{C) la categoric des prefaisceaux 
sur C, c'est-a-dire la categoric des foncteurs de a valeurs dans la categoric Ens des ensem- 
bles. 

Pour tout X £ C nous definissons le prefaisceau hx par 

hx{y) = C{y,x). 

Le foncteur h : C — Pr{C) est un pleinement fidele et nous appelons prefaisceau representable 
tout prefaisceau dans son image essentielle. Tout prefaisceau F G Pr{C) admet une resolution 
par des prefaisceaux representables, c'est-a-dire pent etre obtenu comme colimite de prefaisceaux 
representables. 

Un foncteur / : C — > D definit une adjonction entre les categories de prefaisceaux 

Pr{C) -r^ Pr{D) , 

ou le foncteur adjoint a droite /* est defini par f*{F){x) := pour tout prefaisceau F 

dans SPr{D) et pour tout x dans C. Le foncteur adjoint a gauche /i est defini sur les prefaisceaux 
representables par f\{hx) '■= ^/(x) pour tout x dans C, et est etendu au prefaisceaux par extension 
de Kan a gauche. 

Nous rappelons qu'un foncteur / : C — > D est dit exact a gauche s'il preserve les limites 
finies, c'est-a-dire s'il preserve les produits fibres et I'objet final. 



3 



Proposition 2.1 Soient C et D deux categories possedant des limites finies, et f : C — > D 
un foncteur exact a gauche. Alors le foncteur induit f\ : Pr{C) — > Pr{D) est exact d gauche. 

Preuve: Comme C possede un objet final * et que /(*) ~ *, nous avons * = /i* et /!(*) ~ 

II nous reste a montrer que un diagrammes de prefaisceaux F ^ H G , le morphisme 

naturel 

f,{FxHG)^MF)Xf,^H)MG) 

est un isomorphisme dans Pr{D). Comme les colimites d'ensembles sont universelles (i.e. stables 
par changement de bases) elles sont aussi universelles dans la categorie des prefaisceaux. De 
plus, comme tout prefaisceau peut etre obtenu comme colimite de prefaisceaux representables 
nous pouvons supposer que les prefaisceaux F et G sont de la forme respectivement hx et hy. 
Nous sommes done ramenes a montrer que le morphisme naturel 

f\{hx xh hy) — > hff^x) ^'f,XH) hf{y) 

est un isomorphisme. 

Nous rappelons que si x, y et z sont des objets de C nous avons des isomorphismes naturels 

hxx^y — hx hy. 

Par consequent, comme le foncteur / commute aux produits fibres, nous trouvons le resultat 
dans le cas ou H est lui aussi representable: 

f\{hx Xhz hy) =i hfi^xx.y) = hf(x)Xf^,-,f{y) - f\{hx) Xf,Xhz) f\{hy) ■ 

De ceci, est du fait que les sommes sont disjointes dans Pr{C), il est facile de montrer le resultat 
pour le cas oii H est isomorphe dans Pr{C) a une somme de prefaisceaux representables. 

Venons en au cas general. Choisissons un epimorphisme p : Xq — > H, avec Xq isomorphe 
dans Pr{C) a une somme de representables. Soit 

Xi := Xq y. H Xq ^ Xq 

la relation d'equivalence sur Xq definie par p. Comme p est un epimorphisme dans Pr{C) le 
morphisme naturel 

Xq/Xi — > H, 

du quotient de Xq par la relation Xi dans H, est un isomorphisme dans Pr{C) (cela se voit 
par exemple en considerant les fibres de Xq/Xi — > ff, qui sont des co-egaliseurs des deux 
projections Z x Z ^ Z pour un certain ensemble Z non vide). 

Soit Yi := f\{Xi) pour i = 0, 1, et considerons les morphismes naturels 

Yi ^ Yo- 

Nous deduisons de la proposition 12.11 dans le cas oii H est une somme de representables que Yi 
est encore une relation d'equivalence sur Yq- De plus, comme f\ est adjoint a gauche il commute 
aux colimites, et on a 

yo/n=^/!(Xo/Xi)~/,(F) . 
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Par consequent nous avons 

MXo XH Xo) ~ MX,) = n ~ X f,(^H) Yo MXo) x ^,(^) /.(Xq) . 

Comme le morphisme p : Xq H est un epimorphisme, les morphismes ^ H et hy ^ H se 
factorisent par Xq. Par consequent nous avons 

hx Xh hy ~ hx Xxo (-'^o -'^o) x^o hy. 

D'apres ce qui precede cela implique que le morphisme naturel 

f\{hx Xh hy) — > f\{hx) X f^^H) f\{hy) 

est un isomorphisme dans Pr{D). □ 

Nous supposons maintenant que la categorie C est munie d'une topologie de Grothendieck 
r. La sous-categorie de Pr{C) formee des faisceaux pour cette topologie sera notee Sh{C), et 
le foncteur de faisceautisation sera note 

a : Pr{C) — > Sh{C). 

On rappelle que le foncteur a est exact a gauche. 

Proposition 2.2 Soient C et D deux categories possedant des limites finies, et t (resp. p) une 
topologie sur C (resp. sur D). Soit f : C — > D un foncteur verifiant les conditions suivantes. 

1. Pour toute famille couvrant {Ui — > X} dans C , la famille {f{Ui) — > f{X)} est couvrante 
dans D. 

2. Le foncteur f est exact d gauche. 
Alors le foncteur 

f* : Pr{D) — > Pr{C) 
preserve les faisceaux. De plus, le foncteur induit 

f* : Sh{D) — > Sh{C) 

possede un adjoint d gauche 



f^ := a o /, : Sh{C) Pr{D) Sh{D) 



qui est exact a gauche. 



Preuve: Le fait que f^ defini comme le foncteur compose ao f\ soit exact a gauche decoule 
du fait que a est exact a gauche et de la proposition l2.11 De plus, si Ton salt que /* preserve les 
faisceaux il est formel de voir que est adjoint a gauche de /*. II nous suffit done de montrer 
que /* preserve les faisceaux. 
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Pour cela, soit F G Sh{D), X E C et {Ui — ^ X} une famille couvrante. On considere le 
morphisme de prefaisceaux 

U :=Y[hu,^hx 

i 

et R := U Xfi^ U ^ U \a, relation d'equivalence definie sur U. Dire que f*{F) possede la 
propriete de descente par rapport au recouvrement {Ui — > X} est equivalent a dire que le 
morphisme naturel 

Homp,^C){U/R,r{F)) Homp,(c){hx,r{F)) 
est bijectif. Or, par adjonction ce morphisme est isomorphe au morphisme naturel 

Hompr(D){f\{U/R),F) ^ Hompr^D)iMhx),F). 
Par hypothese sur /, le quotient f\{U/R) est isomorphe au quotient V/R', ou V := ]Jj hfijj.-^, et 

R! -VXh^^^^V^V 

est la relation d'equivalence definie par la projection V — > ^f(x)- Ainsi, dire que le morphisme 

Hompr(D){f\{U/R),F) Hompr(D){f\{hx),F) 

est bijectif est equivalent a dire que le prefaisceau F possede la condition de descente pour la 
famille couvrante {f{Ui) — > f{X)}. Comme F est un faisceau, cette condition de descente 
est satisfaite, et done f*{F) possede la condition de descente pour {Ui — > X}. Cela finit de 
montrer que f*{F) est un faisceau. □ 



2.2 Contextes et champs geometriques 

Definition 2.3 Un contexte geometrique (complet) est un triplet (C, r, P), oiiC est une categoric, 
T est une topologie de Grothendieck sur C etF est une classe de morphismes dans C, verifiant 
les conditions suivantes. 

1. La topologie r est sous-canonique (nous identifierons alors C a une sous- categoric pleine 
dc la categoric Sh{C) dcs faisccaux sur C ). 

2. La categoric C possede dcs limites finies et dcs sommes finies. De plus, les sommes sont 
disjointcs dans C. 

3. La classe dc morphismes P est stable par composition, changcmcnts dc bases, ct conticnt 
les isomorphismes. 

4- Pour toute famille couvrante {Xi — > X} dans C, il cxiste dcs morphismes Yi — > X dans 
P ct dcs diagrammes commutatifs 

Xi 



Yi ^X 
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tels que nous ayons un epimorphisme de faisceaux 

II hy, — > hx 

i 

5. Soit f : Y — > X un morphisme dans C tel qu'il existe une famille couvrante {Yi — > Y} 
dans C , telle que tous les morphismes Yi — > Y et Yi — > X soient dans P. Alors le 
morphisme f est dans P. 

6. La categorie C possede des sommes finies, et pour toute paire d'objets X etY dans C le 
morphisme naturel 

X — > 

est dans P. De plus, la famille de morphismes 

{X ^ xWy,y ^ xWy] 

est couvrante. 

7. Soit h : C — > Sh{C), le plongement de Yoneda de C dans la categorie des faisceaux sur 
C pour la topologie r. Soit X un objet de C tel qu'il existe un isomorphisme dans Sh{C) 

hx^FiY[F2. 

Alors il existe des objets Xi et X2 dans C tels 

Fi ~ /ixi F2 ~ ■ 

8. Soient X £ C et F — > X un morphisme de faisceaux sur C. On suppose qu'il existe 
une famille couvrante {Xi — > X} dans C telle que chacun des faisceaux F xx Xi soit 
representable par un objet de C . Alors F est representable par un objet de C . 

Remarque 2.4 Nous ne mentionerons pas le terme complet de la definition 12.31 II fait reference 
aux proprietes (2) et (8), alors qu'il existe une notion plus generale de contextes geometrique 
pour la quelle ces conditions ne sont pas satisfaites (voir |To2] ) . Tous les contextes geometriques 
que nous utiliserons dans ce travail seront complets par convention. 

Fixons un contexte geometrique (C, r, P), et considerons la categorie Sh{C) des faisceaux 
sur le site (C, r). Nous allons definir une sous-categorie pleine de Sh{C) formee des espaces 
geometriques obtenus par recollement d'objets de C. La definition se fait par recurrence et suit 
les memes etapes que celle de [HAGII] . Pour cela rappelons que Ton dispose d'un plongement 
de Yoneda 

h:C — > Pr{C) 

qui se factorise en un foncteur pleinement fidele (car r est supposee sous-canonique) 

h:C — > Sh{C). 

Nous identifierons la categorie C a son image essentielle par le foncteur h, et omettrons ainsi de 
mentioner h. 
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1. Nous commencons par dccrctcr qu'un faisccau F E Sh{C) est (-l)-geometrique s'il est 
representablc (i.e. isomorphe dans Sh{C) a un objet de la forme hx pour X G C). 

2. Un morphisme / : F — > G de faisceaux est (-l)-representable si pour tout X E C, et tout 
morphisme X — > G Ic faisceau F Xq X est (-l)-geometrique. 

3. Un morphisme (-l)-representable / : F — > G est dans ¥ si pour tout X G C et tout 
morphisme X — > G le morphisme induit entre faisceaux representables 

F xgX — >X 

est dans P. 

4. Soit n > et supposons que les trois notions de faisceaux m-geometriques, de morphismes 
m-representables et de morphismes m-representables et dans P soient definies pour tout 
m < n. 

(a) Un faisceau F est n-geometrique s'il existe une famille d'objets {[/,} dans C et un 
morphisme 

U:=l[Ui^F 

i 

satisfaisant les deux conditions suivantes 

i. Le morphisme U — * F est un epimorphisme de faisceaux. 

ii. Chacun des morphismes Ui — > F est (n — l)-representable et dans P. 
La donnee des Ui et du morphisme 

i 

sera appelee un n-atlas pour F. 

(b) Un morphisme / : F — > G est n-representable si pour tout X E C et tout morphisme 
X — > G le faisceau F Xq X est n-geometrique. 

(c) Un morphisme n-representable / : F — > G est dans P si pour tout X G C et tout 
morphisme X — > G il existe un n-atlas {Ui} de F xq X tel que tous les morphismes 
induits 

Ui^X 

soient dans P. 

Nous posons alors la definition suivante. 

Definition 2.5 1. Un faisceau F G Sh{C) est geometrique s'il est n-geometrique pour un 
certain n. 

2. Un morphisme de faisceaux f : F — >■ G est dans P s'il est n-representable et dans P pour 
un certain n. 

On remarque que le procede inductif de la definition precedente s'arrete en realite a n = 1. 



8 



Lemme 2.6 Si n> 1, alors tout faisceau n-geometrique est [n — l)-geometrique. 
Preuve: Soit F un faisceau n-geometrique et 

i 

un n-atlas. Nous allons montrer que les morphismes Ui — > F sont en fait 0-geometrique. Pour 
cela, soit X G C et X — > F un morphisme. Le faisceau UiXpX est un sous-faisceau de Ui x X. 
Soit 

j 

un (n — l)-atlas. Alors, pour tout y G C et tout morphisme Y — > Ui x p X , on a 

Vi,] y-u.xpxY ^ Vij xu.xxY. 

Comme C a des limites finies on voit que Vij xu^y.pxY est representable pour tout j et tout i. 
Cela implique que pour tout i et tout j, le morphisme 

Vij — >UiXF X 

est (— l)-geometrique, et done que UiXp X est 0-geometrique. □ 

Remarque 2.7 En termes geometriques, les faisceaux (— l)-geometriques correspondent aux 
objets affines, les faisceaux 0-geometriques aux espaces ayant une diagonale affine, et les faisceaux 
1-geometriques aux espaces sans aucune condition de separation. 

Comme dans [HAGII] on verifie que les faisceaux geometriques sont stables par limites finies, 
sommes disjointes infinies et quotients par des relations d'equivalences qui sont dans P. On ren- 
voie a [HAGII] pour plus de details, que nous ne reproduirons pas ici. Nous utiliserons en 
particulier le lemme suivant. 

Lemme 2.8 Soit X ^ C et F — X un morphisme dans Sh{C). 

1. Supposons qu'il existe une famille couvrante {Xi — > X} dans C telle que pour tout i le 
faisceau F Xx Xi soit geometrique. Alors le faisceau F est geometrique. 

2. Supposons qu'il existe une famille couvrante {Xi — > X} dans C telle que pour tout i le 
morphisme FxxXi — > Xi soit geometrique et dans P. Alors le faisceau F est geometrique 
et F — > X est dans P. 

Preuve: D'apres le point (4) de la definition 12.31 on pent supposer que pour tout i le mor- 
phisme Xi — > X est dans P. Si pour tout i on choisit un 1-atlas {Uj — > F Xx Xi}, alors on 
verifie facilement que la famille totale {Uij — > F} est encore un 1-atlas. Ceci implique que F 
est geometrique. Si de plus chaque F xx Xi — > Xi est dans P, alors on pent choisir Uij de 
sorte a ce que Uij — > Xi soit dans P. Ceci implique que F — > X est dans P. □ 

Nous terminons cette section par la notion de changement de contextes geometriques. Pour 
cela, soient (C, r, P) et Q) deux contextes geometriques. Soit / : C — > D un foncteur. 
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Proposition 2.9 On suppose que le foncteur f verifie les deux conditions suivantes. 

1. Le foncteur f commute aux limites finies et est continu pour les topologies r et p (i.e. f* 
preserve les faisceaux). 

2. L 'image par f d'un morphisme de P est un morphisme de Q. 
Alors le foncteur induit de la proposition \2.S\ 

: Sh{C) — > Sh{D) 

preserve les faisceaux geometriques et envoie les morphismes de P dans des morphismes de Q. 

Preuve: Commengons par montrer que preserve les morphismes n-representables et envoie 
les morphismes n-representables et dans P dans des morphismes n-representables et dans Q. 
Nous procederons par recurrence sur n. Pour n = — 1 c'est la formule 

fT{hx) ^ 

et les conditions sur le foncteur /. Supposons que tout cela soit vrai pour m < n, et soit 
g : F — > G un morphisme n-representable dans Sh{C). Soit Y ^ D ei Y — > f\{G) un 
morphisme dans Sh{D). 

Lemme 2.10 // existe un famille d'objets {Xi}i^j dans C, une famille couvrante {Yj — > ^}jeJ 
dans D, une application u : J ^ I, un morphisme 

i 

et pour tout j un diagramme commutatif dans Sh{D) 

Y -/r(G). 

Preuve du lemme [2.101 Le foncteur /i" preserve les epimorphismes de faisceaux, car il com- 
mute aux limites finies et aux colimites arbitraires. Soit done ]J ■ Xi — > G un epimorphisme 
dans Sh{G) avec Xi des objets de C. Alors le morphisme induit 

i 

est un epimorphisme dans Sh{D), ce qui implique le lemme par definition des epimorphismes. □ 

Revenons a la preuve de la proposition 12.91 II nous faut montrer que /"(-F) X/,"(g) ^ 6st 
un faisceau n-geometrique. Le lemme precedent et le lemme 12.81 permettent de supposer que le 
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morphisme Y — > f\{G) se factorise par un morphisme f\{X) — > f\{G) pour un X € C et un 
morphisme Y — > /"(X). Mais dans ce cas, on a 

K{F) X fa^G) y ^ ftiF) X fa^G) fnX) X ^.(x) Y ^ f^F x%X)^ f^^) Y. 

On est ainsi ramenes a demontrer que preserve les faisceaux n-geometriques, mais cela se 
deduit immediatement de I'hypothese de recurrence. 

II nous reste a voir que si de plus le morphisme g est dans P alors /"(f?) est dans Q. Le 
meme argument montre alors que Ton pent supposer que G = X est un objet de C. Dans ce 
cas cela se deduit encore des hypotheses de recurrence. □ 



2.3 Analytification des espaces algebriques 

Nous allons maintenant specifier deux contextes geometriques, le contexte algebrique et le con- 
texte analytique (tous deux au-dessus des nombres complexes). 

Nous commencerons par le contexte algebrique. Pour cela nous definissons un contexte 
geometrique (C, r, P), pour lequel C := Af f est la categoric des C-schemas affines et de type 
fini, r := et est la topologie etale, et P est la classe des morphismes etales. Ces notions definissent 
un contexte geometrique {Af f, et, et) au sens de la definition 12.31 

Definition 2.11 1. Un espace algebrique est un faisceau geometrique pour le contexte {Af f, et, et) 
defini ci-dessus. 

2. La sous-categorie pleine de Sh{Af f) formee des espaces algebriques sera notee 

Remarque 2.12 Tels que nous les avons definis ci-dessus les espaces algebriques seront toujours 
localement de type fini sur C. Cela provient du choix du contexte {Aff, et, et) pour lequel nous 
nous restreignons aux schemas affines de type fini. II existe une notion plus generale d'espaces 
algebriques non-necessairement localement de type fini en considerant tous les schemas affines 
(voir |HAGII| ) . Cette notion plus generale ne sera pas utilisee dans ce travail. 

Passons maintenant a la description du contexte analytique (C, r, P). Pour cela nous posons 
C := Ste, la categoric des espaces analytiques de Steiio, r := top la topologie usuelle sur les 
espaces analytiques complexes, et pour P nous prenons la classe des morphismes etales entre 
espaces analytiques (i.e. des isomorphismes biholomorphes locaux). Ces notions definissent un 
contexte geometrique {Ste, top, et) an sens de la definition 12.31 

Definition 2.13 1. Un espace analytique est un faisceau geometrique pour le contexte {Ste, top, et) 
defini ci-dessus. 

2. La sous-categorie pleine de Sh{Ste) formee des espaces analytiques sera notee Esp"''^. 

^Dans ce travail, un espace analytique X est de Stein s'il est denombrable a I'infini et si H^{X,T) = pour 
tout i > et tout faisceau coherent T. 
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Remarque 2.14 Les definitions d'espaces algebriques et d'espaces analytiques ci-dessus sont 
plus generales que celles que I'on rencontre usuellement dans la litterature. Par exemple, nos es- 
paces algebriques n'ont pas des diagonales quasi-compactes alors que cette hypothese est souvent 
incluse dans la definition d'espaces algebriques (cf. |Knj ) . De meme, nos espaces analytiques 
sont plus generaux que les espaces analytiques usuels. Par exemple, si T est un groupe discret 
qui opere sans points fixes, mais non proprement, sur un espace analytique X, alors le fais- 
ceau quotient X/T est un espace analytique au sens de la definition precedente. Cependant, 
ce quotient pent ne pas exister en tant qu'espace analytique au sens usuel (e.g. au sens de 
|Ba-Stt [Gr-Re| ) . De plus, meme lorsqu'un quotient Xf/T existe en tant qu'espace analytique 
au sens usuel, en general X/T et X/ /T ne sont pas isomorphes. Le lecteur pourra garder en tete 
I'exemple suivant: X = C^, et F = Z qui opere par z i-^ q.z avec l^l = 1 et qui n'est pas une 
racine de I'unite. Dans ce cas X/ /T est reduit a un point mais X/T ne Test pas. 

Considerons maintenant le foncteur d'analytification (voir [SGAH Exp. XII]) 

Aff Ste 
X ^ X""". 

Ce foncteur possede toutes les proprietes de la proposition 12.91 et ainsi donne lieu a un foncteur 
au niveau des faisceaux 

Sh{Aff)^Sh{Ste). 

Ce foncteur commute aux limites finies, envoie les espaces algebriques sur les espaces analytiques 
et preserve les morphismes etales. Nous disposons done d'un foncteur induit 

(-)'^" : Esp^^s _^ Esp""^. 

Pour terminer cette section nous allons donner une description explicite de I'analytifie d'un 
faisceaux F E Sh{Aff), tout au moins localement en chaque points. Pour cela, si x G X est un 
point dans un espace de Stein et si F G Sh{Ste) est un faisceau nous noterons 

F{X.,) ■.= Colim,^UGxF{U), 

on la colimite est prise sur I'ensemble filtrant des ouverts de Stein de X contenant x. En d'autres 
termes, F{Xx) est la fibre du faisceau F restreint au petit site des ouverts de Stein de X. La 
notation X^ designe le germe d'espaces analytiques de X en x. Pour tout Y e Ste nous poserons 
aussi 

Hom{Xx.,Y) := Colimx£UcxHom{U,Y), 

les germes de morphismes en x de X vers Y. 

Soit Ox la C-algebre des germes de fonctions liolomorphes sur X au point x. Pour toute 
C-algebre commutative de type fini B, il existe une application 

Hom{Xx, {SpecBf^) Homc-Aig{B ,Ox), 

qui a u : X^ — > (SpecB)"''^ associe le morphisme 

u* : 0{{SpecBf'') — > O(X^) = 
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compose a droite avec le morphisme naturel 

B — > 0{{SpecBY'^) 

(qui a un element de B associe la fonction holomorphe sur {SpecB)"-"- correspondante) . 
Lemme 2.15 L'application ci-dessus 

Hom{X^, {SpecBr^) Homc-Aig{B, O^), 

est bijective. 

Preuve du lemme: II est facile de voir que I'ensemble dcs C-algcbrcs B pour Icsqucllcs la 
conclusion du lemme est verifiee est stable par colimites finies. II nous suffit done de verifier le 
lemme pour B = C[X], qui est alors evident. □ 

On considere maintenant I'ensemble filtrant des sous-C-algebres de type fini A C Ox- Notons 
/ : Af f — > Ste Ic foncteur d'analytification, ct f\ : Pr{Aff) — > Pr{Ste) le foncteur induit 
sur les prefaisceaux. Comme ci-dessus, on pose pour tout F G Pr{Ste) 

F{X^) := Colim^eUcxFiU). 

Le lemme precedent implique que pour toute sous-C-algebre de type finie A C Ox on dispose 
d'un germe de morphisme naturel 

Xx {SpecAr^'. 
Pour F G Pr{Aff), on dispose done d'un morphisme naturel 

fiF){iSpecAr)^MF){Xx). 
En composant avec le morphisme d'analytification 

F{SpecA) = Hom{SpecA,F) — > fi{F){{SpecAf'') = Hom{fi{SpecA),fi{F)) 
on en deduit un morphisme 

F{SpecA)^fi{F){Xx) 
fonctoriel en A G Ox- Cela definit un morphisme 

cP : ColimAcO,F{SpecA) MF){Xx). 

Proposition 2.16 Avec les notations ci-dessus le morphisme 

(t> •- ColimAcO,F{SpecA) MF){Xx) 

est bijectif. 
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Preuve: Nous dirons qu'un prefaisceau F E Pr[Af f) a la propriete P, si le morphisme de 
la proposition 

cf) : ColiniAcO^FiSpecA) h{F){X,,) 

est bijectif (le couple {X,x) etant fixe). II est facile de voir que la sous-categorie pleine de 
Pr[Af f) formee des prefaisceaux ayant la propriete P est stable par colimites et limites finies. 
Comme tout prefaisceau est colimite de represent ables, on voit qu'il nous suffit de montrer que 
les representables possedent la propriete P. Soit done F = SpecB, avec B une C-algebre de 
type finie. Le prefaisceau F s'ecrit alors comme un produit fibre de la forme 

F ^(5pecC[X])" 

SpecC ^ (5pecC[y])™. 

Comme I'ensemble des prefaisceaux possedant la propriete P est stable par limites finies on est 
ramenes au cas ou F = = SpecC[X] pour lequel la proposition est evidente. □ 

Supposons maintenant que F £ Sh{Af f) soit un faisceau. Le morphisme de faisceautisation 

/,(F)^a(/,(F))=F'^" 

induit alors une bijection f\{Xx) — F'^'"'{Xx)- Le morphisme (p de la proposition 12. 16l pent done 
aussi etre considere comme une bijection 

cP : ColimAcO.F{SpecA) ~ 

C'est sous cette derniere forme que nous utiliserons la proposition 12.161 

3 Categories derivees des espaces analytiques 

Pour un espace analytique X (voir nos conventions a la section §2) pour la notion d'espace 
analytique que nous utilisons), nous disposons de sa categoric des Ox-modules Mod{Ox)- C'est 
une categoric de Grothendieck, et nous noterons D{X) sa categoric derivee non-bornee (voir 
I'appendice C). La sous-categorie pleine de D{X) formee des complexes a cohomologie coherente 
sera notee Dcohi^)- 

Definition 3.1 Un objet E € D{X) est parfait (nous dirons aussi complexe parfaitj s'il est 
localement sur X isomorphe d un complexe borne de Ox-modules localement libres de rangs 
finis. 

La sous-categorie pleine des objets parfaits dans D{X) sera notee Dparf{X). 

Nous avons bien entendu des inclusions 

DparfiX) C D,,h{X) C D{X). 

La categoric D{X) est munie d'une structure tensorielle — — (voir I'appendice C). La 
sous-categorie Dparf{X) est stable par et herite done elle aussi d'une structure tensorielle. 
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Soit maintenant / : X — > Y un morphisme d'espaces analytiques. II induit une adjonction 

r ■.Mod{OY)^Mod{Ox): h. 

Comme il est explique dans I'appendice C cette adjonction se derive alors en une adjonction au 
niveau des categories derivees 

l.r ■.D{Y)T±D{X):Rf,. 

Le foncteur L/* est naturellement compatible avec les structures tensorielles. 

Proposition 3.2 Soit f : X — > Y un morphisme propre et plat d'espaces analytiques. Alors 
L/* et M/* preservent les objets parfaits et induisent une adjonction 

Preuve: Que L/* preserve les parfaits est clair, et ne demande d'ailleurs pas que / soit 
propre ou plat. II nous faut done montrer que M/* preserve les complexes parfaits. Nous allons 
deduire ceci des enonces de finitude et de changement de bases pour les faisceaux analytiques 
coherents. 

Lemme 3.3 Pour tout complexe parfait E surX le complexe Mf^{E) est a cohomologie coherente 
et localement hornee sur Y . 

Preuve du lemme \3.3[ Pour E un faisceau coherent le lemme se deduit de |Ba-Stl Thm. 
4.1] (prendre A4 = Oy)- Par recurrence sur le nombre de faisceaux de cohomologie non-nuls on 
deduit alors le lemme pour tout complexe E a cohomologie coherente et bornee. Par proprete 
on en deduit le lemme pour tout complexe E a cohomologie coherente et localement bornee. En 
particulier il est vrai pour les complexes parfaits. □ 

Lemme 3.4 Pour tout complexe parfait E sur X, et tout faisceau coherent E sur Y , le mor- 
phisme naturel 

Rf^{E) F ^ Rf^E L/*(F)) 

est un isomorphisme sur Y. 

Preuve du lemme \!^.4\ Comme pour le lemme 13.31 on se ramene a demontrer I'assertion du 



lemme pour un faisceau coherent E sur X. De plus, I'assertion etant locale sur Y, on pent 
supposer que le faisceau E possede une resolution par des Oy-libres de rangs finis 

En En-i • • • El Eo E 

(on pent par exemple remplacer Y par un recouvrement par des ouverts de Stein relativement 
compacts dans des voisinages ouverts de Stein). On pent aussi supposer d'apres le lemme [531 
que Rf^{E) est a cohomologie bornee sur Y. 

Soit p G Z. Nous affirmons qu'il existe un entier m, tel que le morphisme naturel 

EJ< ml — >E 
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induise un isomorphisme sur les faisceaux de cohomologie 

HP{mf4E) ® F4< m]) — > HP{mf4E) ® F,) 

HP{RME r (F,[< m]))) ^ HP{RME /* (F,))), 
ou [< m] est la resolution tronquee definie par 

{F^[< m])n = Fn si n < m et sinon. 

Ces deux assertions se deduisent aisement du fait que M/^=(£') soit un complexe a cohomologie 
bornee sur Y . Le diagramme commutatif dans D{Y) 

^ME f*{F,[< m])) ^RME r(F,)) 

M/*(F) (g) F4< m] M/*(F) ® 

montre alors qu'il suffit de demontrer que pour tout m le morphisme naturel 

^ME(^f*{F4< m])) ^M/,(F) (g)F,[< m] 

est un isomorphisme dans D{Y). Mais cela se ramene facilement par recurrence sur m au cas 
ou m = qui est evident. □ 

Nous pouvons maintenant demontrer la proposition 13. 2i Comme I'assertion est locale sur 
Y on pent utiliser le lemme et supposer que M/^,(F) est a cohomologie bornee sur Y. On 
applique alors le lemme [33] a F = k(y), le faisceau gratte-ciel en un point y (zY. Comme / est 
plat on a hf*{k{y)) ~ Oxy, oil Xy est la fibre de / en y. 

Cela nous dit que le morphisme naturel 

M/,(F) ®^ k{y) RUE 0^ Oxy) 

est un quasi-isomorphisme. Or, le second membre est quasi-isomorphe au complexe d'hyper- 
cohomologie de Xy a coefficient dans le complexe parfait E Oxy ■ Ceci implique done que 
pour tout y G y, le complexe M/*(F) k{y) est cohomologiquement borne. 

Lemme 3.5 Soit F un complexe sur Y a cohomologie coherente et bornee. Soit y £ Y tel que 
le complexe F (E)^ k{y) soit cohomologiquement borne. Alors il existe un voisinage Y' de y tel 
que la restriction de F sur Y' soit un complexe parfait. 

Preuve du lemme 1 3*. 51 ' Quitte a restreindre F a un voisinage de y on pent supposer que 
F est quasi-isomorphe a un complexe F^ de Oy-modules libres de rangs finis borne a droite. 
Supposons alors que W{F (g)^k{y)) =0 pour tout i < n, pour n < 0. Soit T>nFl le tronque de 
Fl (par definition la cohomologie de T>nFl coincide avec celle de Fl en degres superieurs a n et 
est nulle ailleurs). On a done 

{r>nFl)n ■■= Coker{F^_^ F^). 
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Par hypothese on trouve que 

Torf^{{T>nFX,k{y))=0 

pour tout i > 0. Ceci implique done que {T->nFl)n est localement libre dans un voisinage de 
y. Quitte a restreindre y, on voit done que le eomplexe T>nFi est parfait, et de plus que le 
morphisme naturel 

induit un quasi-isomorphisme 

Fl®^k{y)^T>nFl®^k{y). 

Ceei implique alors que le eone C du morphisme Fl — > T>nFl est tel que C k{y) soit 
eontraetile. Comme C est un eomplexe a eohomologie eoherente et bornee eela implique par 
Nakayama que C est quasi-isomorphe a dans un voisinage de Y . Ainsi, F^ — > T->nFl est un 
quasi-isomorphisme dans un voisinage de y, ce qui implique que F est parfait dans un voisinage 
de y. □ 

Le lemme [33] applique au eomplexe M/*(£^) termine alors la preuve de la proposition. □ 

On deduit de la proposition et de sa preuve la formule du ehangement de bases suivante. 

CoroUaire 3.6 Soit 




un diagramme cartesien d'espaces analytiques avec p un morphisme propre et plat. Alors, pour 
tout eomplexe parfait E sur X , le morphisme naturel 

hf*Rp4E) — >Rq^hp*{E) 

est un isomorphisme dans D{Y'). 

Preuve: Tout d'abord, le lemme [33] applique k F = k{y), le faiseeau gratte-eiel en un point 
y £Y, implique que le eorollaire 13.61 est vrai lorsque Y' est un point. Les objets L,f*'Kp^:{E) er 
E.q^hp*{E) etant parfaits sur Y' (d'apres la proposition 13. 2p . le morphisme 

hf*Rp4E) — >Rq^l.p*{E) 

est un isomorphisme dans D{Y') si et seulement si pout tout y' € Y' d'inclusion iyi : {y'} ^ Y', 
le morphisme induit 

hi*y,hf*Rp4E) — >hi*y,Rq^hp*{E) 

est un isomorphisme dans D{{y'}). Ainsi, les formules de ehangement de bases pour {y'} — > Y' 
et {y'} — > Y' impliquent le eorollaire. □ 



17 



Nous terminons cette section par la definition de la version dg des categories derivees. Pour 
cela nous rappelons I'existence de la categorie de modeles C{Ox) des complexes de Ox-modules 
sur un espace analytique X (voir I'appendice C). Cette categorie de modeles est une C(C)- 
categorie de modeles au sens de [Hot 4.2.18], oii C(C) est la categorie de modeles monoidale des 
compelxes de C-espaces vectoriels (pour la quelle les equivalences sont les quasi-isomorphismes 
et les fibrations sont les epimorphismes) . Nous considerons alors la dg-categorie Int{C{Ox), 
des objets fibrants et cofibrants dans C{Ox) (voir |Tol| pour plus de details sur la construction 
Int). 

Definition 3.7 La dg-categorie derivee des Ox-modules est 

L{X) ■.= Int{C{Ox)). 

La dg-categorie derivee des Ox-modules parfaits est la sous-dg-categorie pleine de L{X) formee 
des complexes parfaits. 

4 Analytification des espaces de modules d'objets dans des dg- 
categories 

Dans cette section nous rappelons I'existence d'un espace algebrique M{B), classifiant les B-dg- 
modules simples sur une dg-algebre B propre et lisse. Nous expliciterons aussi le foncteur des 
points de I'espace analytique M(i?)"". Nous supposerons le lecteur familie avec les notions de 
dg-algebres, dg-modules et de lissite et proprete, tels que presentees par exemple dans |To-Va] . 

4.1 Rappels sur les espaces de modules de dg-modules simples 

Considerons une dg-algebre B sur C. On supposera que B est propre est lisse, c'est a dire qu'elle 
verifie les deux conditions suivantes (voir e.g. |Ko-Sol [To-Va| ) . 

1. Le complexe sous-jacent a B est parfait (i.e. B est a cohomologie bornee et de dimension 
finie). 

2. B est un objet compact dans D{B B°p), la categorie derivee des B i?°P-dg-modules. 

Pour toute C-algebre commutative A, non necessairement de type fini, on dispose d'une 
nouvelle C-dg-algebre B<SiAet de sa categorie derivee D(B(^A). Si A — > A' est un morphisme 
de C-algebres commutatives, le mophisme B <Si A — > B A' induit un foncteur de changement 
de bases 

-0\A' = - (E)%r^A B®A': D{B ® A) — > D{B ® A')- 

La categorie B ® A — Mod., des B ® yl-dg-modules, possede un enrichissement naturel dans la 
categorie monoidale C{A) des complexes de ^-modules. En effet, pour E ^ B A — Mod et 
L G C{A)., on forme L (^a E qui est encore un ® yl-dg-module en utilisant la structure de 
i3-dg-module sur E et celle de A-dg-module sur L. En clair, Paction de B A sur L d^A E est 
donnee par le morphisme 

{B(g)A)(g) {L (g)A E)^{A(g) L) ®A {B (g) Ef-^L ^a E, 
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ou fiL et sont les actions de A et B sur L et E. Get enrichissement de B A — Mod dans 
C{A) fait de B^A une C(A)-categorie de modeles au sens de fHoi 4.2.18] (on pent aussi voir cela 
en remarquant que B i^i A — Mod est aussi la categorie des B (g) A- modules dans C (A) , lorsque 
B ^ A est vu comme un monoide dans C{A) (i.e. comme une j4-dg-algebre) ) . De ceci nous 
deduisons I'existence d'un enrichissement de D{B ® A) dans D{A). En particulier, on dispose 
de Ham a valeurs dans D{A) que nous noterons 

RHorriBi-, -) : D{B AfP x D{B (E) A) — > D{A). 

Definition 4.1 1. Un ohjet E G D[B (g) A) est parfait si le complexe de A-modules sous- 
jacent a E est un complexe parfait. 

2. un ohjet E G D[B A) est rigide si pour tout morphisme de C-algebres commutatives 
A — > A' , et pour tout i < on a 

Ext\E (e\ A\E(e\ a') = 0, 

oil les Ext sont calcules dans D{B ® A'). 

3. Un ohjet E G D{B (g A) est simple s'il est rigide et si de plus pour tout morphisme de 
C-algebres commutatives A — > A' le morphisme naturel 

A' — > Ext^iE A', E A') 

est un isomorphisme. 



Remarque 4.2 La notion d'objet parfait ci-dessus correspond en realite a la notion d'objet 
pseudo-parfait de |To-Vaj . Cependant, comme B est propre est lisse on salt que les objets 
pseudo-parfaits sont exactement les objets parfaits (voir [To- Vat Lem. 2.8 (3)] pour une preuve 
de ce fait). 

Nous aurons besoin des quelques resultats suivants. 

Proposition 4.3 Soient A une C-algebre commutative et ecrivons A = ColiruiAi, oii la colimite 
est prise sur I'ensemhle filtrant des sous-C-algebres de type fini Ai C A. 

1. Le foncteur naturel 

Colim{- Ai) : ColimD{B ® Ai) — > D{B (g) A) 
induit une equivalence sur les categories d' objets parfaits 

ColimDparf{B (g) ^j) ~ DparfiB (g A). 

2. Soit Ei G D(B®Ai) un objet parfait. Alors £'jg)|^.^ G D{B'S>A) est simple si et seulement 
s'il existe Ai C Aj C A, avec Aj de type fini et telle que Ei'S>\.Aj G D{B®Aj) soit simple. 
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Preuve: Le point (1) est une consequence de |To-Val Lem. 2.10]. La suffisance de la condition 
dans (2) se deduit des definitions, car etre simple est clairement stable par changement de bases. 
II nous reste a montrer la necessite. Pour cela, supposons que E := Ei A soit simple dans 
D{B (g) A). On pose Ej := Ei (g)^^ Aj pour tout j tel que Ai C Aj (nous dirons alors que j > i). 

Pour tout j > i, on dispose d'un morphisme de complexes de Aj-modules 

Aj — > R Honi f, {Ej ,Ej), 

ou le membre de droite fait reference a I'enrichissement naturel de D[B ® Aj) dans D[Aj). 
Comme le complexe de A-modules sous-jacent a. B ® A est parfait et que Ej est nn B ® ^-dg- 
module parfait on voit que le complexe de A-modules M Horri p (Ej . Ej ) est parfait. De plus, le 
fait que Ej soit parfait implique aussi que le morphisme naturel 

R Hom p(Ei, Ei) (g)\ Aj — > R Hom p(Ej.Ej) 

est un quasi-isomorphisme. On deduit de cela et du point (1) que le morphisme naturel 

R Hom pjEi^Ei) A ~ colimj>iR Hom p(Ei, Ei) Aj — > R Hom pjE, E) 

est un quasi-isomorphisme. 

On considere maintenant le morphisme naturel 

A — > R Hom n(E,E), 

qui est un morphisme de complexes parfaits de ^-modules. On note K son cone. D'apres ce 
que Ton a vu, on a i^T ~ (^\_ A, ou Ki est le cone du morphisme 

Ai^R Hom piEi.Ei). 

Par hypothese E est simple, ce qui est equivalent au fait que K soit de Tor amplitude contenue 
dans ]0, oo[. 

Lemme 4.4 Soit A = colirriiAi une colimite filtrante d'anneaux commutatifs et Ki un complexe 
parfait de Ai-modules pour un indice i donne. Si le complexe de A-modules Ki (g)^. A est de 
Tor amplitude contenue dans [a, 6] alors il existe un indice j >i tel que Ki (g)^ Aj soit de Tor 
amplitude contenue dans [a,b] en tant que complexe de Aj -modules 

Preuve du lemme [7^ ' On supposera que Ki est un complexe borne de ^j-modules projectifs 
et de rangs finis. Par hypothese, il existe un complexe de A-modules projectifs de type fini L, 
avec = pour tout n ^ [a, b], et une equivalence d'homotopie u : L — > K. Le complexe L et 
le morphisme u sont alors tons deux definis sur un Aj avec j > i, et il existe done un morphisme 
de complexes 

Uj : Lj — > Ki 

avec Uj ®Aj A = u (dans cette notation Lj est un complexe de Aj-modules projectifs de type 
fini avec LJ = pour tout n ^ [a, b], et tel que Lj g)^^. A L). On pent faire de meme avec 
un inverse a homotopie pres v : K — > L de u. Quitte a prendre un j plus grand on pent aussi 
trouver Vj : Ki 0^^. Aj — > Lj tel que Vj <^Aj A = v. Enfin, les homotopies h et k reliant vu et 
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uv avec les identites sont elles aussi definissables sur un Aj pour j assez grand. Ainsi, quitte a 
prendre j assez grand on voit que le morphisme 

Uj : Lj — > Ki ®Ai Aj 

est une equivalence d'homotopie. Cela implique que Ki Aj est de Tor amplitude contenue 
dans [a,b]. □ 

Le lemme precedent implique qu'il existe Ai C Aj C A tel que Ki Aj doit de Tor 
amplitude contenue dans ]0, oo[. Comme nous avons vu que Kj est le cone du morphisme 

Aj — > RHom^ {Ej ,Ej), 

nous en deduisons que Ej est simple. □ 



CoroUaire 4.5 Soient A une C-algebre commutative et ecrivons A = ColiniiAi, ou la colimite 
est prise sur I'ensemhle filtrant des sous-C-algebres de type fini Ai C A. Notons Dpasi{B A) 
et Dpasi{B ® Ai) les categories d'objets parfaits et simples. Alors le foncteur naturel 

ColimDpasi{B ®Ai) — > Dpasi{B ® A) 

est une equivalence. 

Preuve: Decoule de la proposition 14.31 □ 



Proposition 4.6 Soit [A, m) une C-algebre locale et noetherienne. Alors un objet parfait E G 
D{B ^ A) est simple si et seulement s'il satisfait aux deux conditions suivantes. 

1. Pour tout i < on a 

Ext\E ®\ A/m, E A/m) = 0, 
oil les Ext sont calcules dans D{B ® A/m). 

2. Le morphisme naturel 

A/m — > Ext^{E ®\ A/m, E ®\ A/m) 

est un isomorphisme. 

Preuve: Comme nous I'avons utilise lors de la preuve de la proposition 14. 3^ E est simple si 
et seulement si le cone du morphisme 

A — > M. Hom p(E,E) 

est de Tor amplitude contenue dans ]0, oo[. Or, comme A est noetherien, on sait qu'un j4- module 
de type fini M est plat si et seulement si Tor:^{M, A/m) = pour n > 0. On deduit facilement 
de cela qu'un complexe parfait K sur A est de Tor amplitude contenue dans un intervalle [a, b] 
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si et seulement si K 0^ A/m est de Tor amplitude contenue dans [a,b] (i.e. si et seulement 
si Tor^{K ®\ A/m) = pour n ^ [—6, —a]). Ainsi, E est simple si et seulement si K est de 
Tor amplitude contenue dans ]0, oo[, et done si et seulement si K ®\ A/m est de Tor amplitude 
contenue dans ]0, oo[. Comme E est un S (8) ^-dg-module parfait on sait que K (g)^ A/m est le 
cone du morphisme induit 

A/m — > R Hom pjE A/m, E ^\ A/m). 

Ce qui termine la preuve de la proposition. □ 

Nous definissons maintenant un prefaisceau M'{B) sur Af f de la fagon suivante. Pour A 
une C-algebre de type finie, nous noterons M'{B){A) I'ensemble des classes d'isomorphismes 
d'objets parfaits et simples dans D{B ® A). Les changements de bases preservent les objets 
parfaits et simples. Ainsi, un morphisme A — > A' entre C-algebres de type fini induit une 
application 

-®\A' : M{B){A) M{B){A'). 
Ceci definit un prefaisceau M'{B) € Pr{Aff). 

Definition 4.7 Le faisceau des i?-dg-modules parfaits et simples est le faisceau associe au 
prefaisceau M'{B). II sera note 

M{B) := a{M'{B)). 

Un important corollaire du theoreme principal de [To-Va] est la representabilite de M(B) 
par un espace algebrique localement de type fini. 

Theoreme 4.8 fVoir ITo- Va[ Cor. 3.29, Rem. 3.30]) Le faisceau M{B) est un espace algebrique 
au sens de la definition \2.11i II est de plus quasi-separe (c'est a dire que le morphisme diagonal 
M{B) — > M{B) X M{B) est quasi- compact). 

4.2 Description de I'espace M{B)°'^ 

Comme precedemment, soit B une C-dg-algebre propre et lisse. Dans cette section nous nous 
proposons de donner une description de I'espace analytique M(i?)""'. 

Rappelons que pour tout espace de Stein S, on dispose d'une categoric de modeles C{Ps) 
des complexes de O^-modules (sur le petit site des ouverts de Stein de 5, voir I'appendice C). 
Cette categoric de modeles est de plus une C(C)-categorie de modeles. On pent done parler de 
5-dg-modules dans C{Os)'. il s'agit d'objets E € C{Os) munis de morphismes 

m: B (g)E — > E 

qui sont unitaires et associatifs en un sens evident (le produit tensoriel B®E est ici pris au-dessus 
de C). Les morphismes entre -B-dg-modules dans C{Os) sont les morphismes dans C{Os) qui 
commutent avec les morphismes structuraux m. Nous noterons la categoric des i?-dg- modules 
par B - Mod{S). 

On pent aussi voir un i?-dg-modules dans C{Os) comme un module sur B (g) Os considere 
comme mono'ide associatif et unitaire dans la categoric monoidale {C{Os),(^Os)- Ainsi, |S-S| 
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impliquc I'cxistence d'une structure de categoric de modeles sur B — Mod{S), dont les fibrations 
et les equivalences sont definies dans C{Os) par oubli de Taction de B. Nous noterons 

D{S, B) := Ho{B - Mod{S)) 

la categorie homotopique des 5-dg-modules sur S. De plus, cette categorie de modeles est 
naturellement enrichie dans la categoric dc modeles monoidale C{Os)- On dispose ainsi de 
Horn dans D{S,B) a valeurs dans D{S) = Ho{C{Os)) notes 

W Hom pi-. -) : D{S, Bf^ x D{S, B) — > D{S). 

Soit maintenant / : S — > S' un morphisme entre espaces de Stein. On dispose d'une 
adjonction de Quillen 

/* : C{Os') ^ C{Os) : 

Comme le foncteur /* est de plus muni d'une structure naturelle de foncteur monoi'dal symetrique, 
cette adjonction induit une nouvelle adjonction de Quillen 

f* :B- Mod{S') ^B- Mod{S) : 

sur les categories de modeles de i?-dg-modules. On obtient done une adjonction derivee 

L/* : D{S', B) T± D{S, B) : M/*. 

Definition 4.9 Soit S un espace de Stein. 

1. Un objet E € D{S,B) est parfait si le complexe de Og-fnodules sous-jacent d E est un 
complexe parfait. 

2. un objet E € D[S, B) est rigide si pour tout point is : {s} ^ S, et pour tout i < on a 

Exf{lLi*{E),-Li*{E)) :=0, 
ou les groupes Ext sont calcules dans D{{s},B) ~ D{B). 

3. Un objet E £ D{S,B) est simple s'il est rigide et si de plus pour tout point ig ■ {s} ^ S, 
le morphisme naturel 

C — ^ Ext^{Ul{E)M*s{E)) 

est un isomorphisme. 
Nous definissons maintenant un foncteur 

Fb : Ste^P — ^ Ens 

de la fagon suivante. Pour S G Ste, I'ensemble Fb{S) est le sous-ensemble des classes d'isomorphismes 
d'objets parfaits et simples de D{S, B). Pour / : S — > S' un morphisme entre espaces de Stein, 
on dispose du changement de bases 

L/* : D{S',B) — > D{S,B). 
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Par definition ce foncteur preserve les conditions objets parfaits et simples et done induit une 
application 

hf* : Fb{S') ^ FsiS). 

Ceci definit le foncteur Fb- 

Proposition 4.10 Soit S un espace de Stein et E ^ D{S,B) un objet parfait. Supposons qu'il 
existe un point s £ S tel que hi*{E) soit un objet simple dans D{{s},B) ~ F){B). Alors il existe 
un voisinage ouvert de Stein s £ U <Z S tel que la restriction de E dU soit un objet simple dans 
D{U,B). 

Preuve: C'est le meme principe que pour la proposition 14.6^ on montre que I'ensemble des 
points s de tels que Li*(i?) soit un objet simple est le lieu ou un certain complexe parfait est de 
Tor amplitude strictement positive. Pour cela, on considere la categoric de modeles B — Mod{S). 
On rappelle que cette categoric est naturellement enrichie sur la categoric monoidale C{Os) des 
complexes de O^-modules. Get enrichissement fait de B — Mod{S) une C(C5')-categorie de 
modeles. Les Hom enrichis B — Mod{S) a valeurs dans C{Os) seront notes Hom p, et leur 
version derivee sera notee M Honi p . 

Avec ces notations, on dispose d'un morphisme de complexes de Os-modules 

Os — > RHomB{E,E), 

bien defini dans D{S). Nous commengons par remarquer que M Hom p(E, E) est un complexe 
parfait sur S. En effet, on dispose d'un foncteur bi-exact entre categories triangulees 

D{B (g) B°P) X D{S, B) — > D{S, B), 

qui a P G D{B (g) B^'f) et F e D{S,B) associe P (g>^ F. Ce foncteur envoie le couple {B,E) 
sur E. Or, comme B est lisse, on salt que B appartient a la sous-categorie triangulee et epaisse 
engendree par B®B°^. Cela implique que E ~ B(^\E appartient a la sous-categeorie triangulee 
et epaisse engendree par {B B°v) ®\E B^E. On en deduit que E appartient a la sous- 
categorie triangulee et epaisse engendree par les objets de la forme B ® F , oh F est nn complexe 
parfait sur S. Ainsi, le complexe W Hom p(E, E) appartient a la sous-categorie triangulee et 
epaisse de D{S) engendree par les objets de la forme M Hom p(B F,E). Or, comme B ® F 
est un i?-dg-module libre, le complexe M Horri p (B F, E) s'identifie naturellement au complexe 
M Hom (F, E) des morphismes de F vers E en tant que complexes de Os-modules. Comme E 
et F sont parfaits, on en deduit que W Hom p(E, E) est un complexe parfait. De plus, le meme 
argument montre que pour tout point s £ S,le morphisme naturel 

hi*{RHomp{E,E)) — > R Hom p(I.i*jE)Xi*JE)) 

est un quasi-isomorphisme. 
Revenons au morphisme 

Os — > RHornp{E,E), 

et notons K son cone. C'est un complexe parfait, et par definition l^i*{E) est un objet simple si 
et seulement si H^(hi*{K)) = pour tout i < 0. Cela est equivalent au fait qu'au voisinage du 
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point s le complcxc K est quasi-isomorphe a un complcxe borne de fibres vectoriels concentre 
en degres strictement positifs. Comme cela est une condition ouverte, la proposition en decoule. 
□ 



Nous sommes maintenant en mesure de demontrer la proposition suivante, qui donne une 
description de I'analytifie du faisceau M{B) des S-dg-modules simples. 

Proposition 4.11 II existe un isomorphisme naturel entre M{B)"-'^ est le faisceau associe a 
Fb. 

Preuve: Notons / : Aff — > Ste le foncteur d'analytification et f\ : Pr{Aff) — > Pr{Ste) le 
foncteur induit sur Ics prcfaisceaux. Rappelons que M{B) est le faisceau associe a un prefaisceau 
M'(B). II nous suffit done de construire un morphisme de prefaisceaux 

: MM'{B)) Fb 

qui induise un isomorphisme sur les faisceaux associes. 

Pour construire (f) il nous suffit par adjonction de construire un morphisme 

M\B) riFs). 

Soit X = Spec A G Aff. Nous disposons d'un foncteur d'analytification 

Ox- : C{A) — ^ C{Oxan). 



Ce foncteur est un foncteur de Quillen compatible avec I'enrichissement dans C{C). II induit 
done un foncteur de Quillen a gauche sur les categories de 5-dg-modules 

- <8)A :{A^B)- Mod — >B- Mod{X"''^), 

et done un foncteur derive 

- ®\ Ox-n : D{A ^B) — > B). 

Pour un point x G -'^(C), correspondant a un morphisme d'algebres A — ^ C, le diagramme 
suivant 

D{A (8) B) D{X°-'^,B) 




commute a isomorphisme pres. Ceci implique que le foncteur — (gj^Ox"" envoie M'{B){A) dans 
Fb{X°'^), et done induit une application 

^■.M'{B){A)—.f*{FB){A). 

Cette application est fonctorielle en A et done fournit un morphisme de prefaisceaux 

: M'{B) f*{FB) 



25 



et par adjonction un morphisme de prefaisceaux sur Ste 

(j,: h{M'{B))^FB. 

II nous reste a voir que ce morphisme induit un isomorphisme fibres a fibres. Pour cela, soit 
X € Ste, a; G X, et considerons le morphisme induit 

fi{M'{B)){X^)^FB{X,). 

D'apres la proposition 12.161 ce morphisme est isomorphe a 

ColimA^oM{B)[A) Colim^^ucxFBiU). 

Le corollaire 14.51 per met de calculer la colimite de gauche. En effet, elle implique que I'on a 

ColimAcO^M'{B){A) ~ M'{B){0,). 

II nous reste done a montrer que le morphisme naturel 

M'{B){0^,) ^Fb{X^) 

est une bijection. Nous allons commencer par decrire ce morphisme. Pour cela, soit x d X 
un voisinage ouvert de Stein de x dans X. Soit L{U) := Int{C{Ou)) la dg-categorie des objets 
fibrants et cofibrants dans C{Oij) (voir [Tolj pour plus de details sur la construction Int), et 
Lparf{U) la sous-dg-categorie pleine de L{U) formee des complexes parfaits de Oiy-modules. 
D'apres [Toll Thm. 4.2] nous avons une bijection naturelle entre les classes d'isomorphismes 
d'objets dans D{U, B) et I'ensemble des morphismes [S, L{U)\ dans la categorie homotopique des 
dg-categories. Ainsi, Fb{U) s'identifie naturellement au sous-ensemble de [B, Lparf{U)] forme 
des morphismes B — > LparfiU) tels que pour tout point s S 5*, le -B-dg-modules correspondant 
au morphisme 

Li* 

B ^ LparfiU) Lparf{{s]) 

soit un objet simple dans D{B). Cela implique done que Fb{Xx) s'identifie naturellement 
a un sous-ensemble de Colimx£Ucx[B, Lparf{U)]. Or, B etant propre et lisse, c'est une dg- 
categorie homotopiquement de presentation finie (voir [To-Val Cor. 2.13]), et done nous avons 
une bijection 

Colimx(zucx[B, LparfiU)] ~ [B , Colim^^ucx LparfiU)]. 
Considerons maintenant U un voisinage ouvert de Stein de x et le foncteur fibre en x 

CiOu) CiO,). 

Ce foncteur est de Quillen a gauche, et comme tous les objets dans CiOx) sont fibrants il induit 
un morphisme de dg-categories 

IntiCiOu)) IntiCiOx)). 
En se retreignant aux objets parfaits on trouve un morphisme 

LparfiU) > LparfiOx) 
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des complexes parfaits de Oc/-modules vers les complexes parfaits sur I'anneau Ox- Ce mor- 
phisme induit un morphisme de dg-categories 

Colimx£UcxLparf{U) > Lparf{Ox) 

qui est une quasi-equi valence. Ainsi, d'apres ce que Ton a vu, Fb(X^) s'identifie done a un 
sous-ensemble de 

[B,Colimx(zUcxLparf{U)] ~ [B,LparfiOx)]. 

D'apres la proposition 14.101 il n'est pas difficile de voir que ce sous-ensemble est precisement 
le sous-ensemble des classes d'isomorphismes de D{B ® Ox) forme des objets compacts E qui 
sont tels que Ox/rux soit un objet simple dans D{B). D'apres la proposition 14.61 ce 

sous-ensemble correspond aussi au sous-ensemble M'{B){Ox) de [B, Lparf{Ox)]- Ceci termine 
la preuve que 1' application 

M'{B){Ox) ^Fb{Xx) 
est bijective, et done termine la preuve de la proposition. □ 



5 Le theoreme de caracterisation 

Nous arrivons maintenant a I'enonce du theoreme principal de ce travail. Pour cela, rappelons 
qu'une dg-categorie T est saturee s'il existe une dg-algebre propre et lisse B et une quasi- 
equivalence T ~ Lparf{B) entre T est la dg-categorie des B-dg-modules cofibrants et parfaits 
(voir |To-Vaj pour plus de details sur cette notion, oii cette dg-categorie est note B°Ppe). 

Theoreme 5.1 Soit X un espace analytique connexe, compact et lisse. Alors X est algebrisable 
si et seulement si la dg-categorie Lparf{X) est saturee. 

La necessite est bien connue. Lorsque X est un schema propre et lisse cela est demontre 
dans [To-Vaj Lem. 3.27] (noter que Ton a Lparf{X) ~ LparfiX"-'"') d'apes GAGA). Dans le cas 
general ori X est un espace algebrique propre et lisse on pent utiliser le lemme de Chow pour 
montrer que Lparf{X) est saturee (voir I'appendice B pour les details). 

Le reste de cette section est consacre a la preuve de la suffisance de I'enonce du theoreme. 
Pour cela on se fixe X un espace analytique compact et lisse tel que Lparf{X) soit saturee. On se 
fixe aussi une quasi-equivalence Lparf{B) ~ Lparf{X) avec B une dg-algebre propre et lisse. Cela 
revient a se fixer un objet E G Dparf{X), dont I'enveloppe triangulee et epaisse est Dparf{X), 
et tel que M. End (E) soit propre et lisse. Nous nous fixerons plus precisemment un objet fibrant 
et cofibrant E G C{Ox) dans la categoric de modeles des complexes de Ox-modules qui soit un 
representant pour E. Nous prendrons alors B := End (E) la dg-algebre des endomorphismes de 
I'objet E. 

5.1 Algebrisation de M{X) 

Nous allons definir un faisceau M{X), associe a un prefaisceau M'{X). 
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Definition 5.2 Soit S € Ste. Nous dirons que E € Dparf{X x S) est simple s'il verifie les 
deux conditions suivantes: 



1. pour tout s S, le morphisme naturel 

c^Ext'>iiLj:{E),iLj:m 

est un isomorphisme, 

2. pour tout s (z S et tout i < 0, on a 

Ext\lLjtiE),hj:{E)) = 0, 

ou js ■ X X {s} ^ X X S est I'inclusion naturelle et les groupes Exf sont calcules dans 
D{X). 

On definit alors M'{X){S) comme etant Tensemble des classes d'isomorphismes d'objets 
simples dans Dparf{X x S). Pour un morphisme / : S — > S' le changement de bases 

L/* : DparfiX X S') DparfiX X S) 

preserve les deux proprietes precedentes et induit done une application 

hf* : M'{X){S') — > M'{X){S). 
Ceci definit un prefaisceau M'{X) sur Ste. 



Definition 5.3 Le faisceau des complexes parfaits simples sur X est le faisceau associe au 
prefaisceau M'{X). II sera note M{X). 

Le but de cette partie est de demontrer la proposition suivante. 

Proposition 5.4 Le faisceau M{X) est un espace analytique algehrisable. 

Preuve: Nous allons montrer plus precisemment qu'il existe un isomorphisme de faisceaux 

M{X) ~ MiBY"^. 

Comme nous savons que M{B) est un espace algebrique (voir l4.8p cela impliquera la proposition. 

Pour cela nous etudierons la situation generale suivante. Soit C une categorie de modeles 
symetrique monoidale qui est stable et qui verifie les conditions de [S-Sj . Soit M une C-categorie 
de modeles, dont nous noterons Ham les morphismes enrichis dans C. Soit Eq ^ M mv objet 
cofibrant et notons Bq := End (En) le monoide des endomorphismes de £"0 dans C. D'apres les 
resultats de [S-S], il existe sur Bq — Mod, la categorie des i^o-modules dans C, une structure de 
categorie de modeles pour la quelle les fibrations et les equivalences sont definies dans C. On 
definit alors un foncteur 

(pEo- M — > Bq- Mod 
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qui associe a un objet X ^ M I'objet Hom jEn, X) muni de Paction naturelle a gauche du 
monoi'de End (En). Ce foncteur est un foncteur de Quillen a droite, dont I'adjoint a gauche sera 
note ipEo- Nous en deduisons une adjonction 

LV'Eo : Ho{Bo - Mod) Ho{M) : R(j)Eo- 

Soit maintenant S S Ste un espace de Stein. Nous apphquons les considerations precedentes 
a la C(C'5)-categorie de modeles C{Oxxs)i et a Eq := E ^ Os (rappelons que E G C{Ox) est 
un representant fibrant et cofibrant d'un generateur de Lparf{X)). Nous avons done un foncteur 

^Eo ■■ D{X X 5) — > D{Bq - Mod), 

oil Bq = End (Eo). On dispose de plus d'un morphisme naturel de monoi'des dans C{Os) 

B®Oz = End(E) ®Oz — > EndiEn) 

induit par le foncteur image inverse 

C(C) C{Os) 

associe au morphisme S — > *. Ce morphisme induit un foncteur d'oubli sur les categories de 
modules 

D{Bq - Mod) — > D{B - Mod) = D{S, B). 
En composant avec (pEo on obtient un foncteur 

(j) : D{X X S) — > D{S,B). 

Ce foncteur est le compose de deux foncteurs adjoints a droite, et done possede un adjoint a 
gauche 

i}:D{S,B) — > D{Bo - Mod). 

Pour F G D{X x S), I'objet de D{S) sous-jacent a 4>{F) est Rp^{E^ (S>^ F), ou E^ est le 
dual du complexe parfait Eq et p : X x S — S est la projection sur le second facteur. Comme 
£^0 est parfait sur X x S*, la proposition 13.21 implique que le foncteur cj) envoie Dparf{X x S) 
dans la sous-categorie pleine de D{S,B) formee des objets qui sont parfaits comme complexes 
de C^-modules. 

Nous avons done un foncteur induit entre categories d'objets parfaits 

<P : DparfiX X 5) ^ Dparf{S,B). 

La propriete de changement de bases (voir corollaire 13. 6p implique que (j) est compatible, a 
isomorphisme pres, aux changement de bases induit par des morphismes S' — > S. De plus, 
comme E est generateur de Lparf{X), le foncteur 

: DparfiX X S) > DparfiS, B) 

est une equivalence lorsque S = * est reduit a un point. Ces deux proprietes impliquent que le 
foncteur 

: DparfiX XS)^ DparfiS, B) 
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preserve aussi les objets simples au sens des definitions 14.91 et 15.21 II induit done un morphisme 
de faisceaux sur Ste 

4> : M{X) — > M{Bf''. 

II nous reste a montrer que (p est un isomorphisme. Pour cela, nous allons montrer que pour 
tout S € Ste, le foncteur 

<P : DparfiX X S) ^ Dparf{S,B) 

est une equivalence. On considere le foncteur 

i) : D(S,B) — > D{X X S), 
adjoint a gauche du foncteur (j) : D{X x S) — > D{S,B). 
Lemme 5.5 Le foncteur 

^ : D{S,B) — > D{X X S) 

preserve les objets parfaits. 

Preuve du lemme: Comme nous I'avons vu lors de la preuve de la proposition l4.10| Dparf{S, B) 
est la plus petite sous-categorie triangulee epaisse de D{S,B) contenant les objets de la forme 
B^F, oil F £ DparfiS) (avec la structure de S-dg-module est donnee par Taction de B sur elle- 
meme). Ainsi, pour montrer que ^ preserve les objets parfaits il suffit de montrer que ip{B^F) 
est parfait sur X x S lorsque F est parfait sur S. Or, on voit par adjonction que Ton a 

□ 

D'apres le lemme on dispose d'une adjonction 

V' : DparfiS, B) ^ DparfiX X 5) : 0. 

De plus, cette adjonction est compatible aux changements de bases sur S. Ainsi, pour voir que 
les morphismes d' adjonction 

Id — > — ^ Id 

sont des isomorphismes on pent supposer que S est egal a un point (cela est justifiable du fait 
que tons les objets consideres sont des complexes parfaits sur S et sur X x S, et done qu'etre 
un quasi- isomorphisme pent se tester points par points). Mais dans ee eas, le fait que cette 
adjonction soit une equivalence decoule du fait que E soit un generateur de la dg-categorie 

Lparf{X). 

Nous venons de voir que 

c^: DparfiX XS) ^DparfiS, B) 

etait une equivalence compatible aux changements de bases en S. Cela implique qu'en passant 
aux classes d'isomorphismes d'objets simples ce foncteur induit un isomorphisme de faisceaux 

: M{X) ~ M{By. 

□ 
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5.2 Plongement de X dans M{X) 

Le but de cette section est de definir un plongement ouvert de X dans I'espace algebrisable 
M{X) ~ M(i?)"". Pour cela on envoie un point x de, X dans le faisceau gratte-ciel k{x) G 
Dparf{X), qui est un objet simple et done un point de M{X). 

Proposition 5.6 // existe un morphisme injectif et etale 

j:X^M{X). 

Preuve: Soit S € Ste un espace de Stein et u : S — > X un morphisme, considere comme un 
element de X{S). Notons T{u) <Z X x S \e graphe de n, qui est un sous-ensemble analytique de 
X X S dont nous noterons I{u) C Oxy.s I'ideal. Notons F{u) le faisceau coherent OxxS / 
que Ton considere comme un objet dans Dparf{X x S). L'objet F{u) est simple au sens de la 
definition 15.21 car pour s £ /S on a 

Ws{F{u)) ^ k{u{s)), 

oil k{u{s)) est le faisceau gratte-ciel centre au point u{s) € X. La construction u i— > F{u) induit 
ainsi une application 

j:X{S)^M'{X){S). 
Lorsque S varie dans Ste cela definit un morphisme de prefaisceaux 

j:X^ M'{X) 

et done de faisceaux 

j:X^M{X). 

La morphisme j est injectif car si deux points x et x' dans X sont tels que k{x) et k{x') 
soient isomorphes dans D{X) alors x = x' pour des raisons de supports. II nous reste a montrer 
que j est etale. 

Nous commencerons par montrer que j est un monomorphisme. Pour cela, soit u,v : S — > X 
deux morphismes avec S G Ste tels que j{u) = j{v). Dire que j{u) = j{v) dans M{X){S) est 
equivalent a dire que les faisceaux structuraux des graphes T{u) et T{v) deu et v sont isomorphes 
comme faisceaux coherents sur X x S, au moins localement sur S. Comme la propriete u = v 
est locale sur S, on pent supposer que faisceaux structuraux des graphes T{u) et T{v) sont 
isomorphes. Cela implique facilement que les sous-espaces analytiques definis par ces graphes 
sont egaux (en tant que sous-espaces analytiques de X x S). Ceci implique bien entendu que les 
morphismes n et u sont egaux. Ainsi, j est non-seulement injectif mais aussi un monomorphisme. 
II nous reste done a montrer que j est aussi formellement lisse, ce qui impliquera qu'il est etale. 

Soit done S £ Ste un espace de Stein et i : Sq C S un sous-espace analytique ferme defini 
par un ideal de carre nul. Supposons que Ton ait un diagramme commutatif de faisceaux 

X Mix) 



So^-^S. 
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On cherche a montrer qu'il existe un morphisme w : S 



X faisant commuter le diagramme 



X M{X) 




So -^S 

Comme nous savons deja que j est un monomorphisme, et done non-ramifie, I'existence de 
ce morphisme w est une condition locale sur S. On peut done supposer que le morphisme 
V : S — M{X) se factorise par un morphisme v' : S — > M'(X) de sorte a ce que le diagramme 

U 

soit un diagramme commutatif de prefaisceaux. La donnee de ce dernier diagramme est equivalente 
a la donnee d'un couple {u, E), oh 

1. u : Sq — > X est un morphisme dont le faisceau structural du graphe T{u) C X x Sq sera 
note Eq{u). 

2. E £ Dparf{X X S) est un objet simple tel que L,i*{E) et Eq{u) soit isomorphes dans 
Dparf{X X 5o). 

Pour montrer que le relevement w comme ci-dessus existe il sufRt de montrer qu'il existe un 
morphisme w' : S — > X, dont le faisceau structural du graphe sera note E{w') E Dparf{X x S), 
et qui est tel que 

E{w') ~ w' oi = u. 

Comme le morphisme j est un monomorphisme il nous suffit en realite de montrer I'existence 
de w' tel que E{w') ~ la seconde condition etant alors automatique. 

Pour commencer, nous avons E G Dparf{X x S) tel que 'Li*{E) soit un faisceau coherent 
et plat sur Sq. Comme dans [An- Tot Lem. 5.2] cela implique que E est lui-meme un faisceau 
coherent et plat sur S. On considere alors la projection p : X x S — > S, et I'image directe 
Mp*(-E) de E sur S. Par la propriete de changement de bases du corollaire 13.61 on voit que 
pour tout s G 5, le complexe Lj*Mp,,(£') est quasi-isomorphe a C concentre en degre zero. Cela 
implique que Wp^{E) est un fibre en droite L sur S. Quitte a restreindre S si necessaire on peut 
aussi supposer que L est trivial et choisir une trivialisation e : Os — Mp^:{E). Le morphisme 
e correspond par adjonction a un morphisme de faisceaux coherents / : OxxS — ^ E. En 
utilisant que 'Li*{E) ~ Eq{u) on voit, points par points sur X x S, que le morphisme / est 
un epimorphisme. Ainsi, E est-il isomorphe au faisceau structural d'un sous-espace analytique 
Z C X X S , plat sur S. Enfin, le morphisme Z — S est plat et tel que le morphisme induit 

Z xsSoc^r{u) ^ So 

soit un isomorphisme, et done est lui-meme un isomorphisme. Cela implique I'existence d'un 
morphisme w' : S — > X dont le graphe est egal au sous-espace Z. On a done bien E{w') ~ 
Ozc^E. □ 



32 



5.3 Algebrisation de X 

Pour achever la preuve du theoreme il nous reste a demontrer la proprosition suivante. 

Proposition 5.7 Soit M un espace algebrique quasi-separe (i.e. le morphisme diagonal M — > 
M X M est quasi- compact). S'il existe un morphisme injectif et etale 

j:X — > M""" 

alors X est algebrisable (i.e. il existe un espace algebrique Y tel que Y""^ ~ Xj. 

Preuve: Soit {Ui — > M} une famille couvrante de morphismes etales avec Ui des schemas 
affines. Comme M est quasi-separe chacun des morphismes Ui — > M est etale et de type fini. 
L'image de Ui — > M est done un sous-espace algebrique ouvert Mj C M de type fini. Ainsi, 
I'espace algebrique M est une reunion de sous-espaces ouverts de type fini. Par compacite de 
X on pent done supposer que j se factorise en X — > (M')"" C M"", avec M' un sous-espace 
algebrique ouvert de type fini. En d'autres termes on pent supposer que M est de type fini. 

L 'espace analytique X est irreductible (au sens analytique), et done le morphisme j : X — > 
M"" se factorise en X — > Z C M"", ou Z est une composante irreductible analytique de M"". 
Comme le morphisme compose 

X — > Z ^ M'^" 

est etale et que Z — > M"" est un monomorphisme, on voit que le morphisme X — Z est 
encore injectif et etale. De plus, d'apres [SGAll Exp. XII, Prop. 2.4], il existe une composante 
irreductible Mq de M (au sens algebrique) tel que Z ~ Mq". Cela implique que Ton pent 
supposer que M est irreductible. De la meme fagon, comme X est reduit on pourra supposer 
que M est reduit. 

L'immersion ouverte j : X ^ Af*" induit un morphisme injectif sur les corps de fonctions 
meromorphes 

KiM"'') ^ K{X). 
De plus, comme j est une immersion ouverte nous avons les egalites 

dim{X) = dim^M"'') = dim{M) 

(voir |SGAH Exp. XII, Prop. 2.1]). Comme M est quasi-separe il existe un ouvert affine dense 
U de M ([KnJ Prop. 1.5.19]) qui est de dimension n = dim{X). Ainsi, on trouve un plongement 

KiU) ~ K{M) C K{M'''') ^ K{X), 

ou K{U) et K{M) designe les corps de fractions rationnelles sur U et M. Comme K{U) est de 
degre de transcendance egal a n, I'espace analytique X est un espace de Moishezon, et done est 
algebrisable d'apres |Arj . □ 

Pour finir la preuve du theoreme 1 5 . 1 1 nous appliquons la proposition 15 . 71 au morphisme injectif 
et etale 

j -.X — > M{X) ~ MiBy^ 

de la proposition 15.61 Ceci est possible car M(B) est un espace algebrique quasi-separe d'apres 
le theoreme 14.81 



33 



A Dg-categories saturees et categories triangulees saturees 



Dans cette section nous comparons les notions de saturation dans les cadres des dg-categories 
et des categories triangulees, et nous comparons ainsi les notions de |B-V] et |To-Va] . Pour cela 
nous nous restreindrons au cas oia k est un corps. 

Commengons par rappeler la definition d'une categoric triangulee fe-lineaire saturee au sens 
de (BAH Def. 1.2]. 

Definition A.l Une categoric triangulee k-lineaire T) est saturee si elle verifie les deux condi- 
tions suivantes. 

1. Pour toute pairc d'objcts {x,y) dans T>, on a 

DirukExt* {x^y) < oo, 

ou Ext*{x,y) = ®i,zz[x,y[i]]. 

2. Tout foncteur cohomologique 

H -.VP — > Vect{k) 

tel que pour tout x G V on ait 

Diruk ©igz H{x[i]) < oo, 

est represcntablc. 

Comme on pent s'y attendre la notion de saturation pour les dg-categories est plus forte que 
celle pour les categories triangulees. 

Proposition A. 2 Soit T une dg-categorie saturee sur k. Alors la categoric [T], munie de sa 
structure triangulee naturellc (voir \To-Vc^ ^2.2]), est saturee au sens de la definition \A.ll 

Preuve: Par definition on pent supposer que T est de la forme Lparf{B), pour B une dg- 
algebre propre et lisse sur k. Dans ce cas [T] ~ Dparf{B) est la categoric triangulee des B- 
dg-modules parfaits (munie de sa structure triangulee naturelle). On dispose d'un foncteur 
bi-exact 

Dparf{B ® B°P) X DparfiB) Dparf{B), 

qui envoie un i? ® -B''^'-dg-module P et un i?-dg-module M sur P (8>g M. Ce foncteur envoie 
{B,M) sur M, et [B ® B°p,M) sur le B-dg-module libre B ® M. Comme B appartient a 
I'enveloppe triangulee epaisse Ae B ® B°p, il existe un entier n tel que B G< B B°p >n (avec 
les notations de |B-Vj ). Cela implique facilement que M G< B >„, et ce pour tout M. En 
d'autres termes, B est un generateur fort [strong generator dans la terminologie de |B- V] ) de 
Dparf{B). Comme Dparf{B) satisfait la condition (1) de la definition lA.il le theoreme principal 
de |B-V] implique que DparfiB) est saturee. □ 

Nous ne savons pas s'il est raisonnable d'attendre a ce qu'une reciproque de la proposition 
El soit vraie. On dispose cependant de la reciproque partielle suivante. 
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Proposition A. 3 SoitT une dg-categorie triangulee (voir \To-Va\ Def. 2.4])- On suppose que 
les trois conditions suivantes sont satisfaites. 

1. La categoric triangulee [T] ~ Dparf{T°'^) possede un generateur classique (au sens de 

2. Pour toute paire d'objets {x,y) dans [T], on a 

DimkExt*{x,y) < oo, 

ou Ext*{x,y) = ®i<zi,[x,y[i]]. 

3. La categoric triangulee [T Cg) T^Ppe] est saturee. 
Alors la dg-categorie T est saturee. 

Preuve: La premiere hypothese implique qu'il existe une dg-algebre B telle que T soit quasi- 
equivalente a Lparf{B). La seconde hypothese implique de plus que B est une dg-algebre propre. 

La dg-categorie T^T°Ppe est quasi-equivalente a Lparf{B ^ B°p). On considere alors le 
foncteur cohomologique 

H : Dparf{B ® B°P) — > Vect{k), 

qui a M un S (g) i?°Pdg-module parfait associe [M, B], I'ensemble des morphismes de B vers M 
pris dans D{B 03 B°p) la categorie derivee de tons les B ^ i?°P-dg-modules. Ce foncteur verifie 
bien la condition de finitude (2) de la definition lA.ll car B B°p est un generateur classique 
de DparfiB (g) B°P), et H{B 5°P[n]) = pour tout n G Z. II existe done un B (g) B°P- 

dg-module P parfait qui represente le foncteur H. Choisissons un isomorphisme de foncteurs 
H ~ [— , P]. L'identite de P definit alors un morphisme dans D{B (8) B°p) 

u:P — > B. 

Par construction, ce morphisme est tel que pour tout M € Dparf{B B°p) le morphisme induit 

: [M, P] [M, B] 

soit bijectif. En appliquant cela aux M = B ^ B°'P[n], on trouve que pour tout n € Z le 
morphisme induit 

i7"(n) : F"(P) — > H'^iB) 

est un isomorphisme. Ainsi, u est un isomorphisme dans D{B B°p) ce qui implique en parti- 
culier que B est un objet de Dparf{B (g) B°p). Par definition cela signifie que B est lisse. Ainsi, 
T ~ Lparf{B) avec B propre et lisse et done T est saturee au sens de |To-Va] . □ 



B Categories derivees des espaces algebriques propres et lisses 

Le but de ce second appendice est de montrer la proposition suivante. 
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Proposition B.l Soit X un espace algebrique propre et lisse sur un corps k de caracteristique 
nulle. Alors la dg-categorie Lparf{X) est saturee. 

Preuve: Lorsque X est un schema cela est demontre dans |To-Val Lem. 3.27]. La meme 
preuve marcherait aussi dans le cas general si Ton savait que Dparf{X) possede un generateur, 
ce que nous allons montrer. Par le lemme de Chow et la resolution des singularites, il existe un 
schema propre et lisse X' et un morphisme birationnel surjectif p : X' — > X. Ce morphisme 
verifie Rp*(C'x') — C>x car X est lisse et done a singularites rationnelles. Ceci implique par la 
for mule de projection que le foncteur 

hp* : DparfiX) ^ DparfiX') 

est pleinement fidele. Mais cela implique en particulier que I'image d'un generateur classique de 
Dparf{X') par Mp* est un generateur classique de Dparf{X). □ 



C Categories derivees non bornees 

Dans cette derniere section nous definissons une categoric de modeles monoidale symetrique dont 
la categorie homotopique est la categoric derivee non-bornee des complexes de O-modules sur 
un site annele (C, O). L'existence de cette structure de modeles nous permet alors de considerer 
les 4 operations standards (images directes, inverses, produits tensoriels et Horn internes) au 
niveau des categories derivees non bornees. 

Fixons (C, O) un petit site annele en anneaux commutatifs. Nous notons C{0) la categorie 
des complexes de prefaisceaux de O-modules sur C. Ses objets sont les donnes de 0(C/)-modules 
M{U) pour tout objet U de C, fonctoriels en U en un sens evident. Nous munissons la categorie 
C{0) d'une premiere structure de modeles, appelee la structure niveaux par niveaux pour la 
quelle on a: 

1. Un morphisme / : M — > est une fibration si pour tout C/ € C le morphisme de 
complexes de 0(C/)-modules M{U) — > N{U) est un epimorphisme. 

2. Un morphisme / : M — > est une equivalence si pour tout C/ G C le morphisme 
M(U) — N{U) est un quasi-isomorphisme. 

II est facile de voir que ces notions definissent une structure de categorie de modeles engendree 
par cofibrations, propre et cellulaire sur C{0). 

Nous introduisons maintenant la notion suivante d'equivalence locale. Pour cela rappelons 
que pour M E C{0) et tout n G Z on dispose de prefaisceaux Hpj.{M) sur C, qui a U associe 
le n-eme groupe de cohomologie du complexe M{U). Le faisceau associe a ce prefaisceau sera 
note H''{M). 

Definition C.l Un morphisme f : M — > N dans C{0) est une equivalence locale si pour tout 
n G Z le morphisme induit 

H'^iM) — > H'^iN) 
est un isomorphisme de faisceaux sur C. 



36 



La definition precedente permet de definir des nouvelles notions de cofibrations, fibrations et 
equivalences locales sur C{0). Pour cela nous definissons les cofibrations locales comme etant 
les cofibrations pour la structure niveaux par niveaux, et les fibrations locales comme etant les 
morphismes possedant la propriete de relevement a droite des cofibrations qui sont aussi des 
equivalences locales. 

Theoreme C.2 Les notions precedente de fibrations, cofibrations et equivalences locales definissent 
une structure de categoric de modeles sur C{0), propre et engendree par cofibrations. 

Nous ne donnerons pas la preuve de ce theoreme, elle est tout a fait similaire a la preuve de 
I'existence de la structure locale projective pour les prefaisceaux simpliciaux donnee par exemple 
dans [HAGIl Thm. 3.4.1]. 

Remarque C.3 La categoric homotopique Ho{C{0)) est naturellement equivalente a la categoric 
derivee des faisceaux de O- modules sur le site C. En effet, le foncteur d'inclusion des complexes 
de faisceaux de O-modules dans les complexes de prefaisceaux de O-modules induit clairement 
une equivalence apres avoir localise le long des equivalences locales. 

La categoric C{0) est naturellement munie d'une structure monoi'dale symetrique, notee (8), 
et pour la quelle on a 

(M ® N){U) = M{U) (g) N{U). 

Proposition C.4 Supposons que C possede des produits finis, alors C{0) munie de la structure 
monoi'dale (g) est une categoric de modeles monoi'dale au sens de [H^ §^y. Elle verifie de plus 
I'axiome du monoi'de de JS-S^ . 

Esquisse de preuve: On commence par montrer que C{0) est une categoric de modeles 
monoi'dale lorsqu'elle est munie de sa structure niveaux par niveaux. Pour cela, nous appli- 
querons I'enonce general de |Hol Cor. 4.2.5], et nous aurons done besoin d'expliciter les ensem- 
bles generateurs / et J de cofibrations et cofibrations triviales. Pour tout C/ G C, le foncteur 
d'evaluation en U 

JIj : CiO) C{0{U)), 

qui a M associe le complexe de C'(f7)-modules M{U), est de Quillen a droite (pour la structure 
projective sur C{0{U)) de |Hoj . pour la quelle les fibrations sont les epimorpliismes et les 
equivalences sont les quasi- isomorphismes) . L'adjoint a gauche de ce foncteur sera note 

{ju)i : C{0{U)) C{0). 

Si I{U) et J{U) designe alors les ensembles generateurs de cofibrations et cofibrations triviales 
dans C{0{U)), il est facile de voir que 

I '■= {{ju)\{u)}uec,uei(u) J '■= {{ju)\{u)}uec,u(^J{u) 

sont des ensembles generateurs de cofibrations et cofibrations triviales pour la structure niveaux 
par niveaux de C{0). 
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Soit maintenant 

(juHA) Uu)m {jv)\{c) {jv)m 

deux elements de /, pour deux objets C/, F G C. Alors, il est facile de voir qu'il existe un 
isomorphisme naturel 

{juUX) ® {jv)\{Y) ~ (ic/xv)!(^ ® Y). 

Ainsi, le morphisme induit 

{{ju)\{A) ® {jv)i{D)) H {{ju)i{B) UvHC)) {ju)\{B) ® {jv)i{D) 

iUuHAMjvHC)) 
est-il isomorphe au morphisme naturel 

Uuxv)ii{A (S) D) H B C) ^ UuxvUiB D)). 

Ce dernier morphisme est bien une cofibration car {juxv)\ est de Quillen a gauche. De plus 
cette cofibration est aussi une equivalence si I'un des deux morphismes A — > B ou C — > D est 
une equivalence. Ceci fini de montrer que C{0) munie de sa structure niveaux par niveaux est 
une categorie de modeles monoidale. On en deduit aisement que C{0) munie de sa structure de 
modeles locale est encore une categorie de modeles monoidale. 

II reste a voir que C{0) verifie a I'axiome du monoi'de [S-Sj . Pour cela il suffit de montrer 
que si X — > Y est une cofibration triviale locale dans C{0), et M est un objet de C{0) alors le 
morphisme X ^ M — > Y f^i M est une equivalence locale. On considere la suite de morphismes 
dans C{0) 

X(g>M — >Y(g>M — > Y/X (g> M. 

Comme Y/X est cofibrant dans C{0), il est plat niveaux par niveaux. Ainsi, la suite precedente 
est une suite exacte, et il nous suffit done de montrer que Y/X ^ M est equivalent a (pour 
la structure locale). Pour cela, soit p : QM — > M un remplacement cofibrant de M. Le 
morphisme p est une fibration triviale et done une equivalence niveaux par niveaux. Comme 
Y/X est plat niveaux par niveaux on voit que le morphisme induit 

Y/X QM — > Y/X (g) M 

est une equivalence niveaux par niveaux. Ainsi, on a un isomorphisme dans Ho{C{0)) 

Y/X M ~ Y/X M, 

ce qui montre bien que Y/X M est equivalent a 0. □ 

En corollaire de la proposition, on peut definir une categorie monoidale symetrique D(C, O) := 
Ho{C{0)), pour la structure monoidale derivee De plus, cette structure monoidale est 

fermee. Le fait que I'axiome du monoi'de soit verifie entraine I'existence de structures de modeles 
sur les categories de monoides et de modules dans C{0) comme demontre dans |S-S] . 
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Pour terminer, supposons que / : C — > D soit un foncteur exact a gauche et continu entre 
sites possedant des limites finies. Supposons que Oc et Od soient deux faisceaux d'anneaux 
commutatifs sur C et D munis d'un morphisme 

Oc r\OD). 

On pent alors definir une adjonction 

/, : CiOc) ^ CiOD) : /*, 

dont il est facile de montrer qu'il s'agit d'une adjonction de Quillen en remarquant que /; 
commute a la formation des prefaisceaux de cohomologie H*. 
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